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一、选择题：1～8小题，每小题4分，共32分.在每小题给出的四个选项中，只有一个符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内.
（1）设函数
[image: image633.jpg]


有二阶连续导数，且
[image: image2.wmf]0
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，
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，则

(A)
[image: image4.wmf]()
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在点
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处取极大值

(B)
[image: image6.wmf]()
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在点
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处取极小值

(C)点
[image: image8.wmf](0,(0))

f

是曲线
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的拐点

(D)点
[image: image10.wmf]0
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不是
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的极值点，点
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也不是
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的拐点
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（2）设函数
[image: image14.wmf](,)
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在全平面上都有
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，
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.则下列条件中能保证
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(3)累次积分
[image: image22.wmf]cos
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可以写成 

(A)
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（4）设
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(A)绝对收敛         (B)条件收敛

(C)发散             (D)敛散性与
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有关
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（5）设
[image: image30.wmf]A

，
[image: image31.wmf]B

是
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阶可逆矩阵，满足
[image: image33.wmf]ABAB
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.则
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③
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只有零解；   ④
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中正确的项数是
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（6）已知线性方程组
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[image: image42.wmf]k

等于

（A）1 　 （B）-1　 （C）2　  （D）-2
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（7）设
[image: image43.wmf]A

、
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、
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为事件，
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，则
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     （B）
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     （D）
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（8）设
[image: image52.wmf]12
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是总体
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的简单随机样本，记
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（A）0 　 （B）1　 （C）2　  （D）4
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二、填空题：9～14小题，每小题4分，共24分.把答案填在题中横线上.

（9）
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0

2

0cos

10

x

t

x

tdtedt

-

++=

òò

的实根个数是_____.

（10）设
[image: image59.wmf](,)
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存在一阶偏导数，且
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，
[image: image61.wmf](1,1)2

x

f

¢

=

，
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（11）设
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是由
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（12）幂级数
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（13）设
[image: image69.wmf]A

是三阶矩阵，有特征值
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A

是
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的伴随矩阵，
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（14）已知随机变量
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的概率分布为
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三、解答题：15～23小题，共94分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

(15)（本题满分10分）

设函数
[image: image84.wmf]()

fx

在点
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处二阶可导，且满足
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求
[image: image87.wmf]'
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与
[image: image88.wmf]''

(0)

f

.

（16）（本题满分11分）

计算二重积分
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,其中积分区域
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由
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轴与曲线
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围成.

（17）（本题满分10分）

设生产某种产品需投入甲、乙两种原料，
[image: image93.wmf]x

和
[image: image94.wmf]y

分别为甲、乙两种原料的投入量（单位：吨），
[image: image95.wmf]Q

为产出量，且生产函数为
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ab

=

，其中常数
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.已知甲种原料每吨的价格为
[image: image100.wmf]1
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（单位：万元），乙种原料每吨的价格为
[image: image101.wmf]2
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（单位：万吨）.如果投入总价值为
[image: image102.wmf]A

（万元）的这两种原料，当每种原料各投入多少吨时，才能获得最大的产出量？

（18）（本题满分10分）

设
[image: image103.wmf](,)
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具有连续偏导数，且
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所满足的一阶微分方程，并求其通解.

（19）（本题满分11分）

设
[image: image106.wmf]()
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在区间
[image: image107.wmf][,]
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上可导，且满足
[image: image108.wmf]2
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求证至少存在一点
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，使得
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（20）（本题满分10分）
设四维向量组
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.问：

(Ⅰ)当
[image: image115.wmf],
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取何值时，
[image: image116.wmf]b

不能由
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(Ⅱ)当
[image: image118.wmf],
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取何值时，
[image: image119.wmf]b

能由
[image: image120.wmf]123
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线性表出，并写出此时的表达式.

（21）（本题满分11分）
设二次型
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是二次型矩阵
[image: image123.wmf]A

的一个特征值.

(Ⅰ)试用正交变换将二次型
[image: image124.wmf]f

化为标准形，并写出所用正交变换；
(Ⅱ)求
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在条件
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(Ⅲ)如果
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是正定矩阵，求
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的取值.

（22）（本题满分11分）
设两随机变量
[image: image130.wmf](,)
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在区域
[image: image131.wmf]D

上均匀分布，其中
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.又设
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与
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的概率密度
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与
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(Ⅱ) 
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与
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的协方差
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（23）（本题满分10分）
设两随机变量
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  求(Ⅰ)常数
[image: image145.wmf]k

的值；

   (Ⅱ) 
[image: image146.wmf](,)
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的边缘密度
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和
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   (Ⅲ)条件密度
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   (Ⅳ)
[image: image151.wmf]{1}
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的值.

参考答案

一、选择题：1～8小题，每小题4分，共32分.在每小题给出的四个选项中，只有一个符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内.
（1）设函数
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有二阶连续导数，且
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在点
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(B)
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在点
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(C)点
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是曲线
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的拐点

(D)点
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不是
[image: image162.wmf]()

fx

的极值点，点
[image: image163.wmf](0,(0))

f

也不是
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正确答案：B．
解析：由
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故点
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是
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的极小值.应选（B).

（2）设函数
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正确答案：C．
解析：由 
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(3)累次积分
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正确答案：D．
解析：由题设可知积分区域在极坐标系
[image: image211.wmf]cos,sin
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的图形如图所示.
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它在直角坐标系下是
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由此可见（D）是正确的，应选（D）.

（4）设
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(A)绝对收敛         (B)条件收敛

(C)发散             (D)敛散性与
[image: image222.wmf]p

有关

[  ]

正确答案：B．
解析：当
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1(1)((1)1)

n

ppp

n

n

x

dx

xn

p

pxp

+

=>

++++

ò

，
[image: image227.wmf](,1)

n

nn

x

Î+

，

而
[image: image228.wmf]22

~()

((1)1)

pp

n

nn

pp

®¥

++

，
[image: image229.wmf]1

2

p

n

n

p

¥

=

å

发散，所以原级数非绝对收敛.

 又
[image: image230.wmf]1

sin()2

||0()

1(1)

n

pp

n

n

x

dxn

x

p

px

+

=®®¥

++

ò

，

而
[image: image231.wmf](,1)

n

nn

x

Î+

，即
[image: image232.wmf]1

sin()

||

1

n

p

n

x

dx

x

p

+

+

ò

单调减少.

由莱布尼茨判别法知原级数收敛，故级数是条件收敛的，应选（B）.
（5）设
[image: image233.wmf]A

，
[image: image234.wmf]B

是
[image: image235.wmf]n

阶可逆矩阵，满足
[image: image236.wmf]ABAB

=+

.则

① 
[image: image237.wmf]||||||

ABAB

+=

；        ② 
[image: image238.wmf]111

()

ABAB

---

=

；

③
[image: image239.wmf]()0

AEX

-=

只有零解；   ④
[image: image240.wmf]BE

-

不可逆.

中正确的项数是

（A）1 　 （B）2　 （C）3　  （D）4
[  ]

正确答案：C．
解析：因
[image: image241.wmf]A

，
[image: image242.wmf]B

满足
[image: image243.wmf]ABAB

=+

.

两边取行列式，显然有
[image: image244.wmf]||||||||

ABABAB

+==

，（A）成立.

又
[image: image245.wmf]ABAB

=+

，移项，提公因子得


[image: image246.wmf]()

ABAABEB

-=-=

，


[image: image247.wmf]()

ABEBEE

-=-+

，


[image: image248.wmf]()()

AEBEE

--=

.

故
[image: image249.wmf]AE

-

，
[image: image250.wmf]BE

-

都是可逆阵，且互为逆矩阵，从而知方程组
[image: image251.wmf]()0

AEX

-=

只有零解，正确. 
[image: image252.wmf]BE

-

不可逆是错误的，又因
[image: image253.wmf]()()

AEBEE

--=

，故
[image: image254.wmf]()()

BEAEE

--=

，

从而有
[image: image255.wmf]BAABEE

--+=

，
[image: image256.wmf]BAAB

=+

，得
[image: image257.wmf]ABBA

=

，从而有


[image: image258.wmf]1111

()()

ABBAAB

----

==

成立.
故（1）、（2）、（3）是正确的，应选（C）.

（6）已知线性方程组
[image: image259.wmf]12

AXk

bb

=+

有解，其中
[image: image260.wmf]111

121

111

A

-

éù

êú

=--

êú

êú

--

ëû

，
[image: image261.wmf]1

2

1

3

b

éù

êú

=

êú

êú

ëû

，
[image: image262.wmf]2

1

3

1

b

éù

êú

=

êú

êú

-

ëû

，则
[image: image263.wmf]k

等于

（A）1 　 （B）-1　 （C）2　  （D）-2

[  ]

正确答案：D．
解析：将
[image: image264.wmf]12

AXk

bb

=+

的增广矩阵作初等行变换，


[image: image265.wmf]12

1112111121

[|]121301034

111310202

kk

Akkk

kk

bb

é-+ùé-+ù

êúêú

+=--+®-+

êúêú

êúêú

-----

ëûëû



[image: image266.wmf]11121

01034

000510

k

k

k

é-+ù

êú

®-+

êú

êú

--

ëû

，


[image: image267.wmf]12

AXk

bb

=+

有解
[image: image268.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image269.wmf]12

()(|)

rArAk

bb

=+

，得
[image: image270.wmf]2

k

=-

，故应选（D）.

（7）设
[image: image271.wmf]A

、
[image: image272.wmf]B

、
[image: image273.wmf]C

为事件，
[image: image274.wmf]()0

PABC

>

，如果
[image: image275.wmf](|)(|)(|)

PABCPACPBC

=

，则
（A）
[image: image276.wmf](|)(|)

PCABPCA

=

     （B）
[image: image277.wmf](|)(|)

PCABPCB

=


（C）
[image: image278.wmf](|)(|)

PBACPBA

=

     （D）
[image: image279.wmf](|)(|)

PBACPBC

=


[  ]

正确答案：D．
解析：已知
[image: image280.wmf](|)(|)(|)

PABCPACPBC

=

意指：“在
[image: image281.wmf]C

发生的条件下，
[image: image282.wmf]A

与
[image: image283.wmf]B

独立”.所以“在
[image: image284.wmf]C

发生的条件下，
[image: image285.wmf]A

发生与否不影响
[image: image286.wmf]B

发生的概率”，即
[image: image287.wmf](|)(|)

PBACPBC

=

，选择（D）.

我们也可以通过计算来确定选项.事实上：


[image: image288.wmf](|)(|)(|)

PABCPACPBC

=



[image: image289.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image290.wmf](|)(|)(|)(|)

PACPBACPACPBC

=



[image: image291.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image292.wmf](|)(|)

PBACPBC

=

，选择（D）.

选项（A）、（C）表示：在
[image: image293.wmf]A

发生下，
[image: image294.wmf]B

与
[image: image295.wmf]C

独立；选项（B）表示：在
[image: image296.wmf]B

发生下，
[image: image297.wmf]A

与
[image: image298.wmf]C

独立.

注：条件
[image: image299.wmf]()0

PABC

>

，除了保证各条件概率有意义外，还保证各项概率均不为零.

（8）设
[image: image300.wmf]12

,,,

n

XXX

L

是总体
[image: image301.wmf](0,1)

N

的简单随机样本，记
[image: image302.wmf]1

1

n

i

i

XX

n

=

=

å

，
[image: image303.wmf]22

1

1

()

1

n

i

i

SXX

n

=

=-

-

å

，
[image: image304.wmf]2

(1)(1)

TXS

=++

，则
[image: image305.wmf]()

ET

的值为

（A）0 　 （B）1　 （C）2　  （D）4

[  ]

正确答案：C．
解析：
[image: image306.wmf]()0

EX

=

，
[image: image307.wmf]2

()1

ES

=

，且
[image: image308.wmf]X

，
[image: image309.wmf]2

S

相互独立.

所以
[image: image310.wmf]22

()(1)(1)(1)(1)

ETEXSEXES

=++=++



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image311.wmf]1(11)2

=×+=

.

二、填空题：9～14小题，每小题4分，共24分.把答案填在题中横线上.

(9)
[image: image312.wmf]2

0

2

0cos

10

x

t

x

tdtedt

-

++=

òò

的实根个数是_____.

正确答案：1.

解析：设
[image: image313.wmf]2

0

2

0cos

()1

x

t

x

fxtdtedt

-

=++

òò

，

则
[image: image314.wmf]2

0

1

(0)0

t

fedt

-

=<

ò

，
[image: image315.wmf]2

2

0

()10

2

ftdt

p

p

=+>

ò

，

由介值定理知，存在
[image: image316.wmf]0

(0,)

2

x

p

Î

，使
[image: image317.wmf]0

()0

fx

=

.

又
[image: image318.wmf]2

2cos

()1sin

x

fxxex

-

¢

=++×

，而
[image: image319.wmf]2

11

x

+>

，
[image: image320.wmf]2

cos

|sin|1

x

ex

-

×£

，

故
[image: image321.wmf]()0

fx

¢

>

，
[image: image322.wmf]()

fx

严格单调增加，
[image: image323.wmf]()0

fx

=

只有唯一的根
[image: image324.wmf]0

x

.

（10）设
[image: image325.wmf](,)

fxy

存在一阶偏导数，且
[image: image326.wmf](1,1)1

f

=

，
[image: image327.wmf](1,1)2

x

f

¢

=

，
[image: image328.wmf](1,1)1

y

f

¢

=

.又


[image: image329.wmf]()(,(,(,)))

xfxfxfxx

j

=

，则
[image: image330.wmf](1)

j

¢

=

_____.

正确答案：7.

解析：由复合函数求导法则，逐层展开有
[image: image331.wmf]121212

()[()]

xffffff

j

¢¢¢¢¢¢

¢

=+++

，

所以
[image: image332.wmf](1)21[21(21)]7

j

¢

=+×+×+=

.
（11）设
[image: image333.wmf]()

yyx

=

是由
[image: image334.wmf]sin()ln1

xe

xy

y

+

=+

确定的隐函数，则
[image: image335.wmf](0)________

y

¢

=

.

正确答案：
[image: image336.wmf]4

ee

-

.

解析：在方程中令
[image: image337.wmf]0

x

=

可得
[image: image338.wmf]0ln1

(0)

e

y

=+

，
[image: image339.wmf]2

(0)

ye

=


将方程两边对
[image: image340.wmf]x

求导数，得
[image: image341.wmf]1

cos()()

y

xyyxy

xey

¢

¢

+=-

+


将
[image: image342.wmf]0

x

=

，
[image: image343.wmf]2

(0)

ye

=

代入，有
[image: image344.wmf]2

2

1(0)

y

e

ee

¢

=-

，即
[image: image345.wmf]4

(0)

yee

¢

=-


（12）幂级数
[image: image346.wmf]1

(2)

3

n

n

n

x

n

¥

=

-

×

å

的收敛域为____.

正确答案：
[image: image347.wmf][1,5)

-


解析：由公式，

            
[image: image348.wmf]1

1

1

(1)3

lim

1

3

3

n

n

n

n

n

+

®¥

+

=


所以
[image: image349.wmf]3

R

=

，收敛区间
[image: image350.wmf](23,23)

-+

，即
[image: image351.wmf](1,5)

-

.再考虑端点
[image: image352.wmf]1,5

xx

=-=

处.在
[image: image353.wmf]1

x

=-

处，原级数成为
[image: image354.wmf]1

(1)

n

n

n

¥

=

-

å

，收敛；在
[image: image355.wmf]5

x

=

处.原级数成为
[image: image356.wmf]1

1

n

n

¥

=

å

，发散.所以应填
[image: image357.wmf][1,5)

-

.

（13）设
[image: image358.wmf]A

是三阶矩阵，有特征值
[image: image359.wmf]1

1

l

=

，
[image: image360.wmf]2

1

l

=-

，
[image: image361.wmf]3

2

l

=

.
[image: image362.wmf]*

A

是
[image: image363.wmf]A

的伴随矩阵，
[image: image364.wmf]E

是三阶单位阵，则
[image: image365.wmf]*

0

||_____.

2

A

A

EA

éù

=

êú

-

ëû


正确答案：
[image: image366.wmf]11

2

．
解析：
[image: image367.wmf]A

有特征值
[image: image368.wmf]1

1

l

=

，
[image: image369.wmf]2

1

l

=-

，
[image: image370.wmf]3

2

l

=

，故
[image: image371.wmf]3

1

||2

i

i

A

l

=

=P=-

，
[image: image372.wmf]*31

||||4

AA

-

==

.

从而有
[image: image373.wmf]*

633*11

0

||||(1)(2)||2

2

A
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éù

=-×-=

êú

-

ëû

.

（14）已知随机变量
[image: image374.wmf]X

的概率分布为
[image: image375.wmf]1

{},(1,2,3)

3

PXkk

===

，当
[image: image376.wmf]Xk

=

时随机变量
[image: image377.wmf]Y

在
[image: image378.wmf](0,)

k

上服从均匀分布，即
[image: image379.wmf]0,0,

{|},0,

1,.

y

y

PYyXkyk

k

ky

£

ì

ï

ï

£==<<

í

ï

£

ï

î

则
[image: image380.wmf]{2.5}____.

PY

£=


正确答案：
[image: image381.wmf]17

18

．
解析：由题设知
[image: image382.wmf]3

1

{}1

k

PXk

=

==

å

，
[image: image383.wmf]1

{}

3

PXk

==

.

根据全概率公式得


[image: image384.wmf]3

1
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k

PYPYXk

=

£=£=

å



[image: image385.wmf]3

1

{}{2.5|}

k

PXkPYXk

=

==£=

å



[image: image386.wmf]12.58.517

[11]

33918

=++==

.
三、解答题：15～23小题，共94分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

(15)设函数
[image: image387.wmf]()

fx

在点
[image: image388.wmf]0

x

=

处二阶可导，且满足
[image: image389.wmf](
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.

求
[image: image390.wmf]'
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ff

与
[image: image391.wmf]''

(0)

f

.

解析：由题设可知
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[image: image393.wmf](
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，
从而
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[image: image395.wmf](
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[image: image396.wmf](
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[image: image397.wmf]2
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[image: image398.wmf]22
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[image: image399.wmf]00
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（16）计算二重积分
[image: image400.wmf](1)

D

xyd

s

+

òò

,其中积分区域
[image: image401.wmf]D

由
[image: image402.wmf]y

轴与曲线
[image: image403.wmf]22

4,2

yxyxx

=-=-

围成.

解析：引入极坐标
[image: image404.wmf](,)

r

q

满足
[image: image405.wmf]cos,sin

xryr

qq

==

，在极坐标
[image: image406.wmf](,)

r

q

中积分区域
[image: image407.wmf]D

可表示为
[image: image408.wmf]{(,)|0,2cos2}

2

Drr

p

qqq

=££££

，于是


[image: image409.wmf]2
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02cos
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由于
[image: image410.wmf]4

1
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,


[image: image411.wmf]3
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,

故
[image: image412.wmf]48
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（17）设生产某种产品需投入甲、乙两种原料，
[image: image413.wmf]x

和
[image: image414.wmf]y

分别为甲、乙两种原料的投入量（单位：吨），
[image: image415.wmf]Q

为产出量，且生产函数为
[image: image416.wmf]Qkxy

ab

=

，其中常数
[image: image417.wmf]0

k

>

，
[image: image418.wmf]0

a

>

，
[image: image419.wmf]0

b

>

.已知甲种原料每吨的价格为
[image: image420.wmf]1

P

（单位：万元），乙种原料每吨的价格为
[image: image421.wmf]2

P

（单位：万吨）.如果投入总价值为
[image: image422.wmf]A

（万元）的这两种原料，当每种原料各投入多少吨时，才能获得最大的产出量？

解析：本题要求函数
[image: image423.wmf]Qkxy

ab

=

在条件
[image: image424.wmf]12

0

PxPyA

+-=

下的最大值点.用拉格朗日系数法，构造拉格朗日函数
[image: image425.wmf]12
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FxykxyPxPyA
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=++-

，

为求函数
[image: image426.wmf](,,)

Fxy

l

的驻点，令


[image: image427.wmf]1
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y

FkxyP

FkxyP

FPxPyA

ab

ab

l

al

bl

-

-

ì

¢

=+=

ï

ï

¢

=+=

í

ï

¢

=+-=

ï

î

①

②

③


由①、②消去参数
[image: image428.wmf]l

可得
[image: image429.wmf]1

2

P

y

xP

a

b

=

，即
[image: image430.wmf]1

2

Px

y

P

b

a

=

，代入③不难计算出唯一驻点


[image: image431.wmf]1

()

A

x

P

a

ab

=

+

，
[image: image432.wmf]2

()

A

y

P

b

ab

=

+

.

     因驻点唯一，且实际问题必存在最大产量，所以计算结果表明，当投入总价值为
[image: image433.wmf]A

（万元）的甲、乙两种原料时，使产量
[image: image434.wmf]Q

最大的甲、乙两种原料的投入量分别是
[image: image435.wmf]1

()

A

x

P

a

ab

=

+

（吨）与
[image: image436.wmf]2

()

A

y

P

b

ab

=

+

（吨）.

（18）设
[image: image437.wmf](,)

fuv

具有连续偏导数，且
[image: image438.wmf](,)(,)sin()

uv

uv

fuvfuvuve

+

¢¢

+=+

，求
[image: image439.wmf]2

()(,)

x

yxefxx

-

=

所满足的一阶微分方程，并求其通解.

解析：由
[image: image440.wmf]2

()(,)

x

yxefxx

-

=

，有


[image: image441.wmf]22

12

()2(,)[(,)(,)]

xx

yxefxxefxxfxx

--

¢¢

¢

=-++

，

在条件
[image: image442.wmf](,)(,)sin()

uv

uv

fuvfuvuve

+

¢¢

+=+

，即
[image: image443.wmf]12

(,)(,)sin()

uv

fxxfxxuve

+

¢¢

+=+

，中令
[image: image444.wmf],

uxvx

==

得
[image: image445.wmf]2

12

(,)(,)sin(2)

x

fxxfxxxe

¢¢

+=

，

于是
[image: image446.wmf]()

yx

满足一阶线性微分方程
[image: image447.wmf]()2()sin2

yxyxx

¢

+=

.

通解为
[image: image448.wmf]22

()[sin2]

xx

yxexedxc

-

=×+

ò

，

由分部积分公式，可得
[image: image449.wmf]22

1

sin2(sin2cos2)

4

xx

xedxxxe

×=-

ò

，

所以
[image: image450.wmf]2

1

()(sin2cos2)

4

x

yxxxce

-

=-+

.

注：也可由
[image: image451.wmf](,)

fuv

，满足的偏微分方程，直接得到
[image: image452.wmf]()

yx

满足的常微分方程.

由
[image: image453.wmf](,)(,)sin()

uv

uv

fuvfuvuve

+

¢¢

+=+

，

令
[image: image454.wmf],

uxvx

==

，上式转化为常微分方程
[image: image455.wmf]2

(,)sin(2)

x

d

fxxxe

dx

=×

，

所以
[image: image456.wmf]22

(())sin(2)

xx

d

yxexe

dx

=×

，

得
[image: image457.wmf]()

yx

满足的微分方程
[image: image458.wmf]()2()sin2

yxyxx

¢

+=

.

（19）设
[image: image459.wmf]()

fx

在区间
[image: image460.wmf][,]

ab

上可导，且满足
[image: image461.wmf]2

2

()cos()cos

ab

a

fbbfxxdx

ba

+

×=×

-

ò

.

求证至少存在一点
[image: image462.wmf](,)

ab

x

Î

，使得
[image: image463.wmf]()()tan

ff

xxx

¢

=×

.

证明：由于
[image: image464.wmf]()

fx

在
[image: image465.wmf][,]

ab

上可导，知
[image: image466.wmf]()

fx

在
[image: image467.wmf][,]

ab

上连续，从而
[image: image468.wmf]()()cos

Fxfxx

=

在
[image: image469.wmf][,]

2

ab

a

+

上连续.由积分中值定理，知存在一点
[image: image470.wmf](,)

2

ab

ca

+

Î

使得


[image: image471.wmf]2

2

()()cos

2

()()

2

()

ab

a

Fbfxxdx

ba

ab

Fca

ba

Fc

+

=×

-

+

=××-

-

=

ò


在
[image: image472.wmf][,]

cb

上，由罗尔定理得至少存在一点
[image: image473.wmf](,)(,)

cbab

x

ÎÌ

使


[image: image474.wmf]()()cos()sin0

Fff

xxxxx

¢¢

=-=

，

即
[image: image475.wmf]()()tan

ff

xxx

¢

=×

，
[image: image476.wmf](,)

ab

x

Î

.

（20）设四维向量组
[image: image477.wmf]1

(1,1,4,2)

T

a

=

，
[image: image478.wmf]2

(1,1,2,)

T

b

a

=--

，
[image: image479.wmf]3

(3,1,,9)

T

a

a

=---

，
[image: image480.wmf](1,3,10,)

T

ab

b

=+

.问：

(Ⅰ)当
[image: image481.wmf],

ab

取何值时，
[image: image482.wmf]b

不能由
[image: image483.wmf]123

,,

aaa

线性表出；

(Ⅱ)当
[image: image484.wmf],

ab

取何值时，
[image: image485.wmf]b

能由
[image: image486.wmf]123

,,

aaa

线性表出，并写出此时的表达式.

解析：设
[image: image487.wmf]112233

xxx

aaab

++=

，对增广矩阵
[image: image488.wmf]123

(,,|)

A

aaab

=

作初等行变换得


[image: image489.wmf]11311131

11130111

42100060

2900524

A

aa

babbab

é-ùé-ù

êúêú

----

êúêú

=®

êúêú

-+

êúêú

-+-+-

êúêú

ëûëû


(Ⅰ)当
[image: image490.wmf]6

a

¹-

且
[image: image491.wmf]24

ab

+¹

时，


[image: image492.wmf]1131

0111

0060

00024

A

a

ab

é-ù

êú

--

êú

®

êú

+

êú

+-

êú

ëû



[image: image493.wmf]()3

rA

=

,
[image: image494.wmf]()4

rA

=

.方程组无解，
[image: image495.wmf]b

不能由
[image: image496.wmf]123

,,

aaa

线性表出.

(Ⅱ)当
[image: image497.wmf]6

a

=-

时，


[image: image498.wmf]1131

0111

005210

0000

A

bb

é-ù

êú

--

êú

®

êú

--

êú

êú

ëû


若
[image: image499.wmf]5

b

=

，方程组有无穷多解.

令
[image: image500.wmf]3

xt

=

，得
[image: image501.wmf]2

1

xt

=-

，
[image: image502.wmf]1

22

xt

=+

，即
[image: image503.wmf]123

(22)(1)

ttt

baaa

=++-+

，
[image: image504.wmf]t

为任意常数.

若
[image: image505.wmf]5

b

¹

，方程组有唯一解
[image: image506.wmf]123

6,1,2

xxx

===

，即
[image: image507.wmf]123

62

baaa

=++

.

（21）设二次型
[image: image508.wmf]222

123123121323

(,,)33484

T

fxxxxAxxaxxxxxxxx

==++---

其中
[image: image509.wmf]2

-

是二次型矩阵
[image: image510.wmf]A

的一个特征值.

(Ⅰ)试用正交变换将二次型
[image: image511.wmf]f

化为标准形，并写出所用正交变换；
(Ⅱ)求
[image: image512.wmf]f

在条件
[image: image513.wmf]222

123

1

xxx

++=

下的最小值，并求最小值点
[image: image514.wmf]123

(,,)

xxx

；

(Ⅲ)如果
[image: image515.wmf]*

AkE

+

是正定矩阵，求
[image: image516.wmf]k

的取值.

解析：(Ⅰ) 二次型
[image: image517.wmf]f

的矩阵
[image: image518.wmf]324

22

423

Aa

--

éù

êú

=--

êú

êú

--

ëû


由
[image: image519.wmf]2

l

=-

是
[image: image520.wmf]A

的特征值，有


[image: image521.wmf]524

|2|2229(6)0

425

EAaa

-

--=--=--=

-


得到
[image: image522.wmf]6

a

=

.

    由矩阵
[image: image523.wmf]A

的特征多项式


[image: image524.wmf]2

324

||22(7)(2)

423

EAa

l

llll

l

-

-=-=-+

-


得到矩阵
[image: image525.wmf]A

的特征值是
[image: image526.wmf]12

7

ll

==

，
[image: image527.wmf]3

2

l

=-

.

对
[image: image528.wmf]7

l

=

，解齐次方程组
[image: image529.wmf](7)0

EAx

-=

得基础解系


[image: image530.wmf]1

(1,2,0)

T

a

=-

，
[image: image531.wmf]2

(1,0,1)

T

a

=-


对
[image: image532.wmf]2

l

=-

，解齐次方程组
[image: image533.wmf](2)0

EAx

--=

得基础解系
[image: image534.wmf]3

(2,1,2)

T

a

=

.

因为
[image: image535.wmf]12

,

aa

不正交，故需Schmidt正交化，有


[image: image536.wmf]11

1

2

0

ba

éù

êú

==-

êú

êú

ëû

，
[image: image537.wmf]21

221

11

114

()

11

022

()55

105

ab

bab

bb

éùéùéù

êúêúêú

=-=--=

êúêúêú

êúêúêú

--

ëûëûëû

.

再单位化，得


[image: image538.wmf]1

1

1

2

5

0

g

éù

êú

=-

êú

êú

ëû

，
[image: image539.wmf]2

4

1

2

35

5

g

éù

êú

=

êú

êú

-

ëû

，
[image: image540.wmf]3

2

1

1

3

2

g

éù

êú

=

êú

êú

ëû


那么令
[image: image541.wmf]123

142

3

535

221

(,,)

3

535

52

0

3

35

Q

ggg

éù

êú

êú

êú

==-

êú

êú

êú

-

êú

ëû

，则在正交变换
[image: image542.wmf]xQy

=

下，有


[image: image543.wmf]222

123

772

TT

xAxyyyyy

=L=+-


(Ⅱ) 条件
[image: image544.wmf]222

123

1

xxx

++=

，即
[image: image545.wmf]1

T

xx

=

.而


[image: image546.wmf]()()

TTTTT

xxQyQyyQQyyy

===


可知
[image: image547.wmf]f

在条件
[image: image548.wmf]222

123

1

xxx

++=

的极小值，即
[image: image549.wmf]f

在条件
[image: image550.wmf]222

123

1

yyy

++=

下的极小值.

由于
[image: image551.wmf]222222

123123123

(,,)7722()

TT

fxxxxAxyyyyyyyy

==L=+-³-++

，

所以
[image: image552.wmf]222

123

1

|2

xxx

f

++=

=-

.而极小值点是


[image: image553.wmf]1

2

3

142

2

3

535

3

0

2211

0

33

535

1

2

52

0

3

3

35

x

x

x

éù

éù

êú

êú

êú

éù

éù

êú

êú

êú

êú

êú

=-=±

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

±

êú

ëû

ëû

êú

êú

-

êú

êú

ëû

ëû

.

(Ⅲ)因为矩阵
[image: image554.wmf]A

的特征值：7,7,-2.所以
[image: image555.wmf]||98

A

=-

，那么
[image: image556.wmf]*

A

的特征值为：-14,-14,49.从而
[image: image557.wmf]*

AkE

+

的特征值为
[image: image558.wmf]14

k

-

，
[image: image559.wmf]14

k

-

，
[image: image560.wmf]49

k

+

.因此，
[image: image561.wmf]14

k

>

时，
[image: image562.wmf]*

AkE

+

正定.

（22）设两随机变量
[image: image563.wmf](,)

XY

在区域
[image: image564.wmf]D

上均匀分布，其中
[image: image565.wmf]{(,):||||1}

Dxyxy

=+£

.又设
[image: image566.wmf]UXY

=+

，
[image: image567.wmf]VXY

=-

，试求：

(Ⅰ)
[image: image568.wmf]U

与
[image: image569.wmf]V

的概率密度
[image: image570.wmf]()

U

fu

与
[image: image571.wmf]()

V

fv

；

(Ⅱ) 
[image: image572.wmf]U

与
[image: image573.wmf]V

的协方差
[image: image574.wmf]cov(,)

UV

的相关系数
[image: image575.wmf]UV

r

.

解析：区域
[image: image576.wmf]D

实际上是以
[image: image577.wmf](1,0),(1,0),(0,1),(0,1)

--

为顶点的正方形区域，
[image: image578.wmf]D

的面积为２，
[image: image579.wmf](,)

XY

的联合密度为
[image: image580.wmf]1

,(,);

(,)

2

0,.

xyD

fxy

ì

Î

ï

=

í

ï

î

其

他

有了
[image: image581.wmf](,)

fxy

就可以求
[image: image582.wmf]()

U

fu

和
[image: image583.wmf]()

V

fv

，特别可利用
[image: image584.wmf](,)

fxy

的对称性.

(Ⅰ) 
[image: image585.wmf]UXY

=+

，
[image: image586.wmf](){}{}(,)

U

xyu

FuPUuPXYufxydxdy

+£

=£=+£=

òò

.

当
[image: image587.wmf]1

u

<-

时，
[image: image588.wmf]()0

U

Fu

=

；

当
[image: image589.wmf]11

u

-££

时，
[image: image590.wmf]11

()

22

U

xyu

u

Fudxdy

+£

+

==

òò

；

当
[image: image591.wmf]1

u

>

时，
[image: image592.wmf]()1

U

Fu

=

.


[image: image593.wmf]1

,11;

()()

2

0,

UU

u

fuFu

ì

-££

ï

¢

==

í

ï

î

其

他

.

  
[image: image594.wmf]~[1,1]

UU

-

.


[image: image595.wmf]VXY

=-

，
[image: image596.wmf](){}{}(,)

V

xyv

FvPVvPXYufxydxdy

-£

=£=-£=

òò

.

当
[image: image597.wmf]1

v

<-

时，
[image: image598.wmf]()0

V

Fv

=

；

当
[image: image599.wmf]11

v

-££

时，
[image: image600.wmf]11

()

22

U

xyv

v

Fudxdy

-£

+

==

òò

；

当
[image: image601.wmf]1

v

>

时，
[image: image602.wmf]()1

V

Fv

=

.


[image: image603.wmf]1

,11;

()()

2

0,

VV

v

fvFv

ì

-££

ï

¢

==

í

ï

î

其

他

.

  
[image: image604.wmf]~[1,1]

VU

-

.

(Ⅱ)
[image: image605.wmf]cov(,)()

UVEUVEUEV

=-×

.显然
[image: image606.wmf]0

EUEV

==

，

而
[image: image607.wmf]2222

()()()()

EUVEXYXYEXYEXEY

=+-=-=-

，

由于
[image: image608.wmf],

XY

的对称性得
[image: image609.wmf]22

EXEY

=

，

所以
[image: image610.wmf]cov(,)0

UV

=

，
[image: image611.wmf]cov(,)

0

UV

UV

DUDV

r

==

.

（23）设两随机变量
[image: image612.wmf](,)

XY

的概率密度为


[image: image613.wmf](),01;

(,)

0,

kxyyx

fxy

+<<<

ì

=

í

î

其

它

.


求(Ⅰ)常数
[image: image614.wmf]k

的值；

(Ⅱ) 
[image: image615.wmf](,)

XY

的边缘密度
[image: image616.wmf]()

X

fx

和
[image: image617.wmf]()

Y

fy

；

(Ⅲ)条件密度
[image: image618.wmf]|

(|)

YX

fyx

和
[image: image619.wmf]|

(|)

XY

fxy

；

(Ⅳ)
[image: image620.wmf]{1}

PXY

+£

的值.

解析：(Ⅰ)
[image: image621.wmf]11

22

000

1

(,)()()1

22

x

D

k

fxydxdydxkxydykxxdx

=+=+==

òòòòò

，所以
[image: image622.wmf]2

k

=

.

(Ⅱ)
[image: image623.wmf]2

2

0

2()3,01;

()(,)

0,

X

xydyxx

fxfxydy

+¥
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ì
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ï
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í

ï

î
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ò

其

它

.



[image: image624.wmf]1

2

1
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()(,)

0,

y

Y

xydxyyy

fyfxydx

+¥

-

-¥

ì

+=+-<<

ï

==

í

ï

î

ò

ò

其

它

.


(Ⅲ)
[image: image625.wmf]()0

X

fx

¹

，即
[image: image626.wmf]01

x

<<

时，
[image: image627.wmf]2

|

2()

,0;

(,)

(|)

3
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0,

YX

X

xy

yx

fxy

fyx

x

fx

+

ì

<<

ï

==

í

ï

î

其

它

.



[image: image628.wmf]()0

Y

fy

¹

，即
[image: image629.wmf]01

y

<<

时，
[image: image630.wmf]2

|

2()

,1;

(,)

123

(|)

()

0,

XY

Y

xy

yx

fxy

yy

fxy

fy

+

ì

<<

ï

+-

==

í

ï

î

其

它

.


(Ⅳ)
[image: image631.wmf]11
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[image: image632.wmf]1
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