选择题：1~8小题，每小题4分，共32分。在每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号中。

（1）当
[image: image1.wmf]0

x

®

时，设
[image: image2.wmf]2

arctan

x

a

=

，
[image: image3.wmf]11(0)

a

xa

b

=(+)-¹

，
[image: image4.wmf]2

0

arcsin

x

tdt

g

=

ò

，把三个无穷小按阶的高低由低到高排列起来，正确的顺序是（   ）

（A）
[image: image5.wmf],,

abg

；（B）
[image: image6.wmf],,

bga

；（C）
[image: image7.wmf],,

bag

；（D）
[image: image8.wmf],,

gba

；

（2）设函数
[image: image9.wmf]()

fx

在
[image: image10.wmf](,)

-¥+¥

内连续，在
[image: image11.wmf](,0)(0,)

-¥+¥

U

内可导，函数
[image: image12.wmf]()

yyx

=

的图像为

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



则其导数的图像为（   ）

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



(A)                          (B) 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



(C)                           (D)

(3)若
[image: image18.wmf]()

fx

是奇函数，
[image: image19.wmf]()

x

j

是偶函数，则
[image: image20.wmf][()]

fx

j

（    ）

（A）必是奇函数       （B）必是偶函数

（C）是非奇非偶函数   （D）可能是奇函数也可能是偶函数

(4)设
[image: image21.wmf]2

2

0

ln(1)()

lim2

x

xaxbx

x

®

+-+

=

，则（   ）

（A）
[image: image22.wmf]5

1,

2

ab

==-

；（B）
[image: image23.wmf]0,2

ab

==-

；（C）
[image: image24.wmf]5

0,

2

ab

==-

；（D）
[image: image25.wmf]1,2

ab

==-


(5)下列说法中正确的是（   ）

（A）无界函数与无穷大的乘积必为无穷大；  

（B）无界函数与无穷小的乘积必为无穷小；

（C）有界函数与无穷大之和必为无穷大；

（D）无界函数与无界函数的乘积必无解；

(6)设线性无关的函数
[image: image26.wmf]123

,,

yyy

都是二阶线性非齐次方程
[image: image27.wmf]()()()

ypxyqxyfx

¢¢¢

++=

的解，
[image: image28.wmf]123

,,

CCC

为任意常数，则该方程的通解是（    ）

（A）
[image: image29.wmf]112333

CyCyCy

++

；        （B）
[image: image30.wmf]1123123

()

CyCyCCy

+++

；

（C）
[image: image31.wmf]1123123

(1)

CyCyCCy

+---

；（D）
[image: image32.wmf]1123123

(1)

CyCyCCy

++--

；

(7)设
[image: image33.wmf]A

是
[image: image34.wmf]n

阶矩阵，齐次线性方程组（I）
[image: image35.wmf]0

Ax

=

有非零解，则非齐次线性方程组（II）
[image: image36.wmf]T

Axb

=

，对任何
[image: image37.wmf]12

(,,)

T

n

bbbb

=

L


（A）不可能有唯一解；      （B）必有无穷多解；

（C）无解；                （D）可能有唯一解，也可能有无穷多解

(8)设
[image: image38.wmf],

AB

均是
[image: image39.wmf]n

阶可逆矩阵，则行列式
[image: image40.wmf]1

0

2

0

T

A

B

-

éù

-

êú

ëû

的值为

（A）
[image: image41.wmf]1

(2)

n

AB

-

-

； （B）
[image: image42.wmf]2

T

AB

-

； （C）
[image: image43.wmf]1

2

AB

-

-

； （D）
[image: image44.wmf]1

2

(2)

n

AB

-

-


二、填空题：9~14小题，每小题4分，共24分。把答案填在题中的横线上。

(9)已知
[image: image45.wmf]32

32

x

yf

x

-

æö

=

ç÷

+

èø

，
[image: image46.wmf]2

()arcsin

fxx

¢

=

，则
[image: image47.wmf]0

x

dy

dx

=

=

             。

(10) 方程
[image: image48.wmf]3

00

1

()()

3

xx

fxtdtxftdt

-=+

òò

满足
[image: image49.wmf](0)0

f

=

的特解为             。

(11) 
[image: image50.wmf]22

22

()

D

xy

d

ab

s

+=

òò

              。其中
[image: image51.wmf]D

为
[image: image52.wmf]22

1

xy

+£

。

(12)设
[image: image53.wmf]()

fx

有一个原函数为
[image: image54.wmf]2

x

e

，则
[image: image55.wmf]1

2

0

()

fxdx

¢

=

ò

              。

(13) 若
[image: image56.wmf]2

2

1

()lim1

xt

x

ftt

x

®¥

æö

=+

ç÷

èø

，则
[image: image57.wmf]()

ft

¢

=               。

(14) 设
[image: image58.wmf]A

是三阶矩阵，已知
[image: image59.wmf]0,20,30

AEAEAE

+=+=+=

，
[image: image60.wmf]B

与
[image: image61.wmf]A

相似，则
[image: image62.wmf]B

的相似对角形为                。

三、解答题15~23小题，共94分。解答应写文字说明、证明过程或验算步骤。

(15)（本题满分10分）求
[image: image63.wmf]23

3

0

(1/2)1

lim

x

x

xxex

x

®

-+-+

。

(16)（本题满分10分）计算
[image: image64.wmf]22

2

1222

2222

010

()()

yyyy

yy

dyxydxdyxydx

--

-

+++

òòòò

。

(17) （本题满分10分）设
[image: image65.wmf]()

fx

在
[image: image66.wmf][0,)

+¥

连续，且
[image: image67.wmf]1

0

1

()

2

fxdx

<-

ò

，
[image: image68.wmf]()

lim0

x

fx

x

®+¥

=

。证明：至少
[image: image69.wmf]0,

x

$Î(+¥)

，使得
[image: image70.wmf]()

f

xx

+=0

。

(18) （本题满分10分）设函数
[image: image71.wmf](,)

zzxy

=

由方程
[image: image72.wmf](,)0

xzyz

F

yx

=

所确定，其中
[image: image73.wmf]f

有一阶连续偏导数，求
[image: image74.wmf]zz

xy

xy

¶¶

+

¶¶

。

(19) （本题满分10分）一个瓷质容器，内壁和外壁的形状分别为抛物线
[image: image75.wmf]2

1

10

x

y

=+

和
[image: image76.wmf]2

10

x

y

=

绕
[image: image77.wmf]y

轴的旋转面，容器的外高为10，比重为
[image: image78.wmf]25

19

。把它铅直地浮在水中，再注入比重为3的溶液。问欲保持容器不沉没，注入液体的最大深度是多少？（长度单位为厘米）

(20) （本题满分11分）设
[image: image79.wmf]()

0

()

0

x

fxex

x

gx

x

axbx

ì

--

<

ï

=

í

ï

+³

î

，其中
[image: image80.wmf]()

fx

在
[image: image81.wmf]0

x

=

处二阶可导，且
[image: image82.wmf](0)(0)1

ff

¢

==

。

（I）
[image: image83.wmf]a

、
[image: image84.wmf]b

为何值时
[image: image85.wmf]()

gx

在
[image: image86.wmf]0

x

=

处连续？

（II）
[image: image87.wmf]a

、
[image: image88.wmf]b

为何值时
[image: image89.wmf]()

gx

在
[image: image90.wmf]0

x

=

处可导？

(21) （本题满分11分）过椭圆
[image: image91.wmf]22

3231

xxyy

++=

上任一点作椭圆的切线，试求诸切线与两坐标轴所围成的三角形面积的最小值。

(22) （本题满分11分）设
[image: image92.wmf]A

是实矩阵。证明：（I）
[image: image93.wmf]0

T

AAx

=

与
[image: image94.wmf]0

Ax

=

是同解方程组；（II）秩
[image: image95.wmf]()

T

AA

=秩
[image: image96.wmf]()

A


(23)（本题满分11分）设
[image: image97.wmf]A

为三阶方阵，
[image: image98.wmf]123

,,

aaa

为三维线性无关列向量组，且有
[image: image99.wmf]123

A

aaa

=+

，
[image: image100.wmf]213

A

aaa

=+

，
[image: image101.wmf]312

A

aaa

=+

。求

（I）求
[image: image102.wmf]A

的全部特征值。 （II）
[image: image103.wmf]A

是否可以对角化？

参考答案

选择题：1~8小题，每小题4分，共32分。在每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号中。

（1）C

解：由
[image: image104.wmf]22

2

00

22

0000

arcsinarcsin

2arctan

limlimlimlim0

arctan2

xx

xxxx

tdttdt

xx

xxx

g

a

®®®®

====

òò


所以
[image: image105.wmf]goa

=()


由
[image: image106.wmf]22

000

arctan

limlimlim0

(1)1

a

xxx

xx

xax

a

b

®®®

===

+-



[image: image107.wmf]aob

=()

。故C成立。

（2）B

解：由于函数可导（除
[image: image108.wmf]0

x

=

）且取得两个极值，故函数有两个驻点，即导函数图像与
[image: image109.wmf]x

轴有且仅有两个交点，故A，C不正确。又由函数图像，极大值应小于极小值点，故D不正确。

（3） B

解：设
[image: image110.wmf]()[()]

gxfx

j

=

，则
[image: image111.wmf]()[()][()]()

gxfxfxgx

jj

-=-==


（4）A

解：
[image: image112.wmf]2

2

00

ln(1)()1/(1)(2)

limlim2

2

xx

xaxbxxabx

xx

®®

+-++-+

==

，因
[image: image113.wmf]0

lim0

x

x

®

=

，则


[image: image114.wmf]0

lim1/(1)(2)0

x

xabx

®

+-+=

，故
[image: image115.wmf]1

a

=

。而


[image: image116.wmf]2

22

00

ln(1)()ln(1)

limlim2

xx

xxbxxx

b

xx

®®

+-++-

=+=

，故
[image: image117.wmf]1

2

2

b

+=-

，所以
[image: image118.wmf]5

2

b

=-


【也可以用泰勒公式计算】

（5）C

设
[image: image119.wmf]()

fx

在
[image: image120.wmf](,)

ab

内有界，即
[image: image121.wmf]1

()

fxM

£

；
[image: image122.wmf]0

(,)

xab

Î

，
[image: image123.wmf]0

lim()

xx

gx

®

=¥

，即
[image: image124.wmf]21

MM

">

，
[image: image125.wmf]d

$>0

，使当
[image: image126.wmf]0

0

xx

d

<-<

时，
[image: image127.wmf]2

()

gxM

>

。则
[image: image128.wmf]21

()()()()

gxfxgxfxMMM

+³->-=

，即对
[image: image129.wmf]0

M

">

，当
[image: image130.wmf]0

0

xx

d

<-<

时，
[image: image131.wmf]()()

gxfxM

+>

，故
[image: image132.wmf]0

lim[()()]

xx

fxgx

®

+=¥


（6）D

由
[image: image133.wmf]123

,,

yyy

都是已知方程的线性无关的解知
[image: image134.wmf]113223

()()

yCyyCyy

=-+-

是二阶线性齐次方程
[image: image135.wmf]()()0

ypxyqxy

¢¢¢

++=

的通解；根据二阶线性方程通解的结构定理知，该方程的通解为
[image: image136.wmf]11322331123123

()()(1)

yCyyCyyyCyCyCCy

=-+-+=++--


（7）A

解：
[image: image137.wmf]0

Ax

=

有非零解，充要条件是
[image: image138.wmf]()

rAn

<

，由此即可找到答案。

（8）D

解：
[image: image139.wmf]1

0

2

0

T

A

B

-

éù

-

êú

ëû

=
[image: image140.wmf]1

1
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T

T

A
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B

-

-
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-

=--

êú

-

ëû

=
[image: image141.wmf]1

2

(2)

n

AB

-

-


二、填空题：9~14小题，每小题4分，共24分。把答案填在题中的横线上。

（9）应填
[image: image142.wmf]3

2

p

。

解：由
[image: image143.wmf]32

32

x

yf

x

-

æö

=

ç÷

+

èø

，
[image: image144.wmf]2

()arcsin

fxx

¢

=

得


[image: image145.wmf]22

2

32323212

arcsin()()arcsin()

323232(32)

dyxxx

dxxxxx

---

¢

==

++++

gg



[image: image146.wmf]0

123

arcsin1

42

x

dy

dx

p

=

==


(10)应填
[image: image147.wmf]()2(1)2

x

fxxe

=+-


解：令
[image: image148.wmf]xtu

-=

，原方程变为
[image: image149.wmf]3

000

1

()()()

3

xxx

xfuduufuduxftdt

-=+

òòò


方程两边对
[image: image150.wmf]x

求导得
[image: image151.wmf]2

0

()()

x

fuduxfx

=+

ò


再两边对
[image: image152.wmf]x

求导得
[image: image153.wmf]()2()

fxxfx

¢

=+

，即
[image: image154.wmf]2

dy

yx

dx

-=-



[image: image155.wmf][(2)]2(1)

dxdx

yexedxCxC

-

òò

=-+=++

ò


由
[image: image156.wmf](0)0

y

=

得
[image: image157.wmf]2

C

=-

，故
[image: image158.wmf]()2(1)2

x

yfxxe

==+-


(11)应填
[image: image159.wmf]22

11
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4

ab
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+



[image: image160.wmf]222222
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xyxyxy
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[image: image161.wmf]22
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[image: image162.wmf]21

3
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ab
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=+

òò



[image: image163.wmf]22

11

()

4

ab

p

=+


(12)应填
[image: image164.wmf]1

(1)

2

e

+


解：由
[image: image165.wmf]1111

322222
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111

()()()()
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xfxdxxfxdxuxufuduxfxdx

¢¢¢¢

===

òòòò


其中
[image: image166.wmf]22

()()2

xx

fxexe

¢

==


利用分部积分法，有


[image: image167.wmf]22

11

111

1
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xx

xfxdxxdfxxfxfxdxxeee
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==-=-=+

òòò


故
[image: image168.wmf]1
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()(1)

2

xfxdxe
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ò


故 原式
[image: image169.wmf]222

1
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(13)应填
[image: image170.wmf]2

2

2(1)
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+


解：由于
[image: image171.wmf]2

2

()

t

ftte

=


所以
[image: image172.wmf]22
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()(22)2(1)

tt
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=+=+


(14)应填
[image: image173.wmf]1
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3
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èø

【形式不唯一，只要是对角线上为-1，-2，-3就对】

解：由
[image: image174.wmf]0,20,30

AEAEAE

+=+=+=

，知
[image: image175.wmf]A

的特征值为
[image: image176.wmf]1123

1,2,3

lll

=-=-=-

，相似矩阵具有相同的特征值，所以
[image: image177.wmf]B

的特征值也为
[image: image178.wmf]1123

1,2,3

lll

=-=-=-

，故
[image: image179.wmf]B

相似的标准形为
[image: image180.wmf]1
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三、解答题15~23小题，共94分。解答应写文字说明、证明过程或验算步骤。

(15) （本题满分10分）解：

由
[image: image181.wmf]22233
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[image: image182.wmf]1
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所以
[image: image183.wmf]23
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[image: image184.wmf]33
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(16) （本题满分10分）

解：本题积分区域利用极坐标表示
[image: image185.wmf]{(,)0,sin2sin}
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原式
[image: image186.wmf]2sin
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[image: image187.wmf]2
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 (17) （本题满分10分）证明：作函数
[image: image188.wmf]()()

Fxfxx

=+

，有


[image: image189.wmf]111

000

1

()[()]()0

2

Fxdxfxxdxfxdx

=+=+<

òòò

。

所以由积分中值定理，存在
[image: image190.wmf][0,1]

a

Î

，

使
[image: image191.wmf]1

0

()(10)()0,

FxdxFa

=-<

ò

即
[image: image192.wmf]()0

Fa

<

。

又
[image: image193.wmf]()()

limlim11

xx

Fxfx

xx

®+¥®+¥

=+=

，所以，由极限的保号性，存在
[image: image194.wmf]ba

>

，

使
[image: image195.wmf]()

0

Fb

b

>

，即
[image: image196.wmf]()0

Fb

>

。

因此，由介值定理，至少存在一个
[image: image197.wmf],(0,)

ab

x

Î()Ì+¥

，使
[image: image198.wmf]()0

F

x

=

，即
[image: image199.wmf]()

f

xx

+=0

。

(18) （本题满分10分）

解：设
[image: image200.wmf]xz
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解得：
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(19) （本题满分10分） 解： 设容器体积为
[image: image208.wmf]V

，容器的容积即由抛物线
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所以，容器重量为
[image: image215.wmf]1
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设注入液体的最大深度为
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，则注入液体的重量为
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若液体和容器形成一体的比重为1，则可保持其在水中不沉没

所以，由
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(20) 解：（I）
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若要
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所以
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(21) （本题满分10分）解：设
[image: image244.wmf](,)
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它与两坐标轴的交点为
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所以切线与坐标轴围成的三角形面积为
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则只须求
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解得
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所以诸切线与坐标轴所围成的三角形面积的最小值为
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(22) （本题满分11分）证明：若
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(23) （本题满分11分）

解：（I）由已知得，
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可相似对角化。
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